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RE´SEAUX D’INDUCTION DES REPRE´SENTATIONS ELLIPTIQUES
DE LUBIN-TATE
par
Boyer Pascal
Re´sume´. — Nous e´tudions la re´duction modulo l de certaines repre´sentations elliptiques ; pour
chacune de ces repre´sentations nous explicitons un re´seau naturellement obtenu par re´currence via
l’induction parabolique, en de´crivant le graphe des extensions entre les diffe´rents sous-quotients
irre´ductibles de sa re´duction modulo l. La motivation essentielle de ce travail est que ces re´seaux
apparaissent dans la cohomologie des tours de Lubin-Tate.
Abstract (Induced lattices of Lubin-Tate elliptic representations). — We study the reduc-
tion modulo l of some elliptic representations ; for each of these representations, we give a particular
lattice naturally obtained by parabolic induction in giving the graph of extensions between its irre-
ducible sub-quotient of its reduction modulo l. The principal motivation for this work, is that these
lattices appear in the cohomology of Lubin-Tate towers.
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Introduction
SoitK une extension finie de Qp et g un entier strictement positif. Pour π une Ql-repre´sentation
irre´ductible cuspidale entie`re de GLg(K), nous e´tudions dans un premier temps les sous-quotients
irre´ductibles de la re´duction modulo l de la repre´sentation de Steinberg ge´ne´ralise´e Sts(π) pour
s > 1, que l’on note aussi [
←−−−
s− 1]π ou [
←−−−
s− 1] lorsque π est la repre´sentation triviale de GL1(K).
Pour s = 1 on sait d’apre`s [10] que ̺ = rl(π) est irre´ductible cuspidale mais pas force´ment
supercuspidale. On note m(̺) le cardinal de l’ensemble des ̺{i} pour i ∈ Z si celui-ci n’est pas
re´duit a` {̺} et sinon m(̺) = l ; le nombre de sous-quotients irre´ductibles de rl(Sts(π)) est alors
e´gal au cardinal de
Is := {i = (ik)k∈N ∈ N
N : s−m(̺)
∞∑
k=0
ikl
k > 0}.
Plus pre´cise´ment, cf. la proposition 3.1.5, a` tout i ∈ Is est associe´ un unique sous-quotient
irre´ductible de rl(Sts(π)) note´ Ii([
←−−−
s− 1]π) caracte´rise´ par le fait qu’il est de niveau de cuspi-
dalite´ i = (i0, · · · , iu, 0, · · · ), i.e., cf. le §2, que son image par le foncteur de Jacquet associe´ au
parabolique standard de Levi
GLs̺(i)g(K)×GLm(̺)ikg(K)× · · · ×GLm(̺)iulu(K)
est cuspidale, ou` s̺(i) = s −m(̺)i(l) avec i(l) =
∑∞
k=0 ikl
k > 0. Ces constituants se de´crivent
en fait simplement a` partir de l’involution de Zelevinski Z1, cf. le §2.3, sur les repre´sentations
superunipotentes telle qu’elle est de´finie dans [11] et dont un calcul explicite est donne´ dans
[9] : pre´cise´ment, proposition 3.1.5, I0([
←−−−
s− 1]) est e´gale a` l’image de la repre´sentation triviale de
GLsg(K) par Z1 et
Ii([
←−−−
s− 1]π) =
(
I0([
←−−−
i0 − 1])⊠ ρ0
)
× · · · ×
(
I0([
←−−−
iu − 1])⊠ ρu
)
×
(
I0([
←−−−−−−
s̺(i)− 1])⊠ ρ−1
)
avec pour i = 0, · · · , u,
ρi = Stm(̺)li(ρ{
m(̺)li − s
2
}), ρ−1 = ̺{
s− s̺(i)
2
},
et ou` pour π0 =< a > une repre´sentation superunipotente de parame`tre de Zelevinski a =
(1, ri)16i6k, π0 ⊠ ̺ de´signe la repre´sentation de parame`tre de Zelevinski, (̺, ri)16i6k, cf. le §1.3.
Avec les notations du §1.2, en utilisant le morphisme surjectif [
←−−−
s− 2]π
−→
× [
←−
0 ]π ։ [
←−−−
s− 1]π, on
construit a` la proposition 3.2.1, par re´currence, un re´seau RI
Zl
([
←−−−
s− 1]π) de Sts(π) tel que dans le
graphe des extensions de sa re´duction modulo l, les seules fle`ches, i.e. les extensions non triviales
entre deux constituants irre´ductibles de rl(Sts(π)), sont celles qui relient Ii([
←−−−
s− 1]π) et Ii′([
←−−−
s− 1]π)
ou` i < i′ sont deux e´le´ments successifs de Is pour l’ordre lexicographique inverse.
On reprend au §4 les re´sultats pre´ce´dents pour les repre´sentations elliptiques, dites de Lubin-
Tate, LTt(s) := [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π ; ainsi, proposition 4.1.3, les constituants irre´ductibles de la re´duction
modulo l de [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π sont indexe´s par les e´le´ments i ∈ It−1 de telle sorte que le constituant
de niveau de cuspidalite´ i est
Ii([
←−−−−−−−−
m(̺)i(l)− 1]π)× I0([
←−−−−−
t̺(i)− 1,
−−→
s− t]π)
ou` comme pre´ce´demment i(l) =
∑∞
k=0 ikl
k et t̺(i) = t −m(̺)i(l). Contrairement au cas s = t,
l’image du constituant de niveau de cuspidalite´ i ∈ It−1 de rl([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π) par un foncteur
de Jacquet n’est, en ge´ne´ral, pas irre´ductible ni meˆme semi-simple, cf. l’exemple de la fin du
paragraphe 4 ; ses constituants irre´ductibles ne sont pas tous de niveau de cuspidalite´ i a` l’exception
notable de tout sous-espace et tout quotient irre´ductible.
En ce qui concerne les re´seaux, comme la re´duction modulo l de [−→a ]π est irre´ductible, elle ne
posse`de a` isomorphisme pre`s qu’un seul re´seau stable ; ainsi les re´seaux des Steinberg ge´ne´ralise´s
construits pre´ce´demment, de´finissent par induction des re´seaux de [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π qui s’ave`rent eˆtre
tous isomorphes, proposition 4.2.1 et la remarque qui suit la proposition 4.2.2 ; la description du
graphe d’extensions de la re´duction modulo l de ces re´seaux est similaire a` celle de RIZl([
←−−
t− 2]π)
et donne´e a` la proposition 4.2.2.
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Dans [3], nous montrons que les repre´sentations elliptiques du type LTt(π, s) := [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π
apparaissent dans la cohomologie des mode`les locaux de´finis par Carayol dans [5], ge´ne´ralisant ceux
introduits par Lubin et Tate. Dans [4], nous montrons que les re´seaux introduits dans ce papier sont
ceux de la Zl-cohomologie de ces espaces. En ce qui concerne les autres repre´sentations elliptiques,
la situation semble plus complexe comme le montre l’exemple de la fin du §2.4 : il n’y a plus, en
ge´ne´ral, unicite´ du constituant ̺-superunipotent de la re´duction modulo l d’une repre´sentation
elliptique, par contre le cas limite classique sugge`re que la multiplicite´ 1 serait conserve´e.
1. Rappels sur les repre´sentations de GLn(K)
Dans la suite K de´signe une extension finie de Qp de corps re´siduel de cardinal q une puissance
de p. Dans cet article nous e´tudierons des repre´sentations admissibles π de GLd(K) a` coefficients
dansQl, Zl ou Fl ou` l est un nombre premier distinct de p. En ce qui concerne la torsion, suivant [3],
nous la noterons π{n} de sorte que l’action d’un e´le´ment g ∈ GLd(K) est donne´e par π(g)| det g|
n
ou` | − | est la valeur absolue sur K.
1.1. Induction et foncteur de Jacquet. —
1.1.1. De´finition. — Pour une suite r1, r2, · · · , rk telle que
∑k
i=1 ri = d, on note Pr1,r2,··· ,rk le
sous-groupe parabolique de GLd standard associe´ au sous-groupe de Levi GLr1(Fv)×GLr2(Fv)×
· · ·×GLrk(Fv) et on note Nr1,··· ,rk son radical unipotent. On mettra en exposant op pour de´signer
les paraboliques oppose´s. Pour λ = (d = λ1 > λ2 > · · · > λr), on note Pλ = Pλr ,λr−1−λr ,··· ,λ1−λ2 .
– Pour π1 et π2 des repre´sentations de respectivement GLn1(K) et GLn2(K), π1 × π2 de´signe
l’induite a` GLn1+n2(K)
IndPn1,n1+n2(K) π1{n2/2} ⊗ π2{−n1/2}
relativement au parabolique standard, que l’on notera aussi parfois sous sa forme normalise´e
indPn1,n2(K) π1 ⊗ π2. Dans le cas du parabolique oppose´ au standard, on notera l’induite
correspondante π1 ×op π2.
– Foncteurs de Jacquet : soit P =MN un parabolique deGLd de Le´viM et de radical unipotent
N . Pour π une repre´sentation admissible de GLd(K), l’espace des vecteurs N(K)-coinvariants
est stable sous l’action deM(K) ≃ P (K)/N(K). On notera JP (π) cette repre´sentation tordue
par δ
−1/2
P : c’est un foncteur exact.
Formules d’adjonction : JP est un adjoint a` gauche de indP , c’est la re´ciprocite´ de Frobenius.
Par ailleurs la deuxie`me formule d’adjonction, prouve´e par Dat dans [7] en toute ge´ne´ralite´, affirme
que ×P op ⊗ δ
−1
P est un adjoint a` gauche de JP .
1.2. Repre´sentations elliptiques sur Ql. — On rappelle dans ce paragraphe, quelques nota-
tions sur les Ql-repre´sentations admissibles de GLd(K), tire´es de [3].
1.2.1. De´finitions. — Soit g un diviseur de d = sg et π une repre´sentation cuspidale irre´ductible
de GLg(K) :
- les sous-quotients irre´ductibles de V (π, s) := π{ 1−s2 } × π{
3−s
2 } × · · · × π{
s−1
2 } seront dits
elliptiques de type π ;
- V (π, s) posse`de un unique quotient (resp. sous-espace) irre´ductible que l’on notera [
←−−−
s− 1]π
(resp. [
−−−→
s− 1]π)) ; c’est une repre´sentation de Steinberg (resp. de Speh) ge´ne´ralise´e note´e habituel-
lement Sts(π) (resp. Spehs(π)) ;
- pour π1 et π2 des repre´sentations respectivement de GLt1g(K) et GLt2g(K), on notera π1
−→
×π2
(resp. π1
←−
×π2) l’induite π1{−t2/2} × π2{t1/2} (resp. π1{t2/2} × π2{−t1/2}) relativement au pa-
rabolique standard, ou` on omet la re´fe´rence a` g car en ge´ne´ral le contexte sera clair. On notera
comme pre´ce´demment
−→
×op et
←−
×op les meˆmes induites relativement au parabolique oppose´.
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On conviendra que Πt × [
←→
−1]π := Πt.
Proprie´te´s :
- pour (πi)16i63 des repre´sentations de GLtig(K), on a les e´galite´s suivantes :
(π1
−→
×π2)
∨ ≃ π∨1
←−
×π∨2
(π1
−→
×π2)
−→
×π3 = π1
−→
×(π2
−→
×π3)
(π1
←−
×π2)
←−
×π3 = π1
←−
×(π2
←−
×π3)
On a les meˆmes e´galite´s pour les versions relativement aux paraboliques oppose´s au standard.
En outre si π1 et π2 sont elliptiques de type π, il en est de meˆme de π1
−→
×π2 et donc de π1
←−
×π2.
- soit g un diviseur de d = sg et π une repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(K), on a
JPtg,(s−t)g ([
←−−−
s− 1]π) = [
←−−
t− 1]π{(s−t)/2} ⊗ [
←−−−−−
s− t− 1]π{−t/2}
JPtg,(s−t)g ([
−−−→
s− 1]π) = [
−−→
t− 1]π{(t−s)/2} ⊗ [
−−−−−→
s− t− 1]π{t/2}
JP op
tg,(s−t)g
([
←−−−
s− 1]π) = [
←−−
t− 1]π{(t−s)/2} ⊗ [
←−−−−−
s− t− 1]π{t/2}
JP op
tg,(s−t)g
([
−−−→
s− 1]π) = [
−−→
t− 1]π{(s−t)/2} ⊗ [
−−−−−→
s− t− 1]π{−t/2}
- l’induite
[
←−−
t− 1]π
−→
× [
−−−−−→
s− t− 1]π (resp. [
←−−
t− 1]π
−→
×op[
−−−−−→
s− t− 1]π)
est de longueur 2 ; on notera [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π (resp. [
−−→
s− t,
←−−
t− 1]π)) son unique sous-espace
irre´ductible, et [
←−
t ,
−−−−−→
s− t− 1]π (resp. [
−−−−−→
s− t− 1,
←−
t ]π)) son unique quotient irre´ductible ;
- par dualite´, l’induite
[
←−−
t− 1]π
←−
× [
−−−−−→
s− t− 1]π (resp. [
←−−
t− 1]π
←−
×op[
−−−−−→
s− t− 1]π)
est de longueur 2 avec [
−−−−−→
s− t− 1,
←−
t ]π (resp. [
←−
t ,
−−−−−→
s− t− 1]π)) pour unique sous-espace
irre´ductible et [
−−→
s− t,
←−−
t− 1]π (resp. [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π)) pour unique quotient irre´ductible.
Remarque : dans [3], nous montrons que les repre´sentations [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π apparaissent dans la
cohomologie des tours dites de Lubin-Tate de´finis dans [5] ; pour cela on les notera sous la forme
LTt(π, s).
1.3. Classification a` la Zelevinski sur Fl. — On rappelle que l et p de´signent des nombres
premiers distincts et que q est une puissance de p. On note el(q) l’ordre de l’image de q dans F
×
l .
On dit que l est banal pour GLd(K) si el(q) > d.
1.3.1. De´finition. — Une repre´sentation ̺ de GLd(K) est dite cuspidale si pour tout parabo-
lique propre P , JP (π) est nul. Elle sera dite supercuspidale si elle n’est pas un sous-quotient d’une
induite parabolique propre. On notera Cuspl =
⋃
n>1Cuspl(n) la re´union de l’ensemble des classes
d’isomorphismes des Fl-repre´sentations irre´ductibles cuspidales de GLn(K).
1.3.2 — Segments de Zelevinski : le caracte`re non ramifie´ ν : g ∈ GLn(K) 7→ p
val(det g) ∈ Fl agit
sur Cuspl par multiplication.
1.3.3. De´finitions. — Soit ̺ une Fl-repre´sentation irre´ductible cuspidale de GLg(K) :
– la droite associe´e a` ̺ est par de´finition l’ensemble {̺{i} / i ∈ Z} ; il est de cardinal fini ǫ(̺)
un diviseur de el(q), cf. [12] p.51. On pose comme dans loc. cit. m(̺) = ǫ(̺) si ǫ(̺) > 1 et
sinon m(̺) = l ;
– un segment de Zelevinski associe´ a` ̺ et de longueur r > 1 est une suite
(̺, r) = (̺, ̺{1}, · · · , ̺{r − 1}).
– Un parame`tre de Zelevinski est un multi-ensemble a = (̺i, ri)16i6t de segments de Zele-
vinski dans Cuspl ; le support s de a est la re´union des multi-ensembles (̺i, ri).
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– Un parame`tre de Zelevinski de la forme (̺i, r)16i6t ou` (̺1, · · · , ̺t) est un segment (̺,m(̺)l
u)
pour u > 0, est appele´ un cycle.
– Un parame`tre de Zelevinski qui ne contient pas de cycle est dit restreint. Si son support
cuspidal est supercuspidal le parame`tre est dit supercuspidal.
Remarque : (cf. [12] p.54) e´tant donne´ un parame`tre de Zelevinski a, si le segment (̺, r) apparaˆıt
dans a avec a cuspidal mais non supercuspidal, alors il existe une repre´sentation ̺′ supercuspidale
et un entier s = m(̺′)lu tel que ̺ = Sts(̺
′). En remplac¸ant syste´matiquement de tels (̺, r) par le
cycle (̺′νi, r)06i<s, on obtient un parame`tre supercuspidal asc. En proce´dant en sens inverse on
peut remplacer tous les cycles par des segments de la forme (Sts(̺){i}, r)06i<s afin d’obtenir un
parame`tre restreint arst.
1.3.4 — Classification des repre´sentations irre´ductibles, cf. [12] V.9 : e´tant donne´ un parame`tre
de Zelevinski a = (̺i, ri)16i6t, on lui associe une repre´sentation irre´ductible < a > qui ve´rifie les
proprie´te´s suivantes :
– si a = (̺, r) alors < (̺, r) > est l’unique, a` isomorphisme pre`s(1), sous-repre´sentation de
l’induite parabolique ̺× ̺ν × · · · × ̺νr−1 telle que
JPn,n,··· ,n(< (̺, r) >) = ̺× · · · ⊗ ̺{r − 1};
– de manie`re ge´ne´rale < a > est l’unique sous-quotient de
π(a) :=< (̺1, r1) > × · · · × < (̺t, rt) >
dont le niveau de Whittaker, cf. loc. cit., est le meˆme que celui de π(a) ;
– on a < a >=< asc >=< arst > et le support supercuspidal (resp. cuspidal) de < a > est le
support de asc (resp. de arst) ;
– pour a et a′ deux parame`tres de Zelevinski supercuspidaux distincts alors < a > et < a′ >
ne sont pas isomorphes ;
– l’application a 7→< a > est surjective.
1.3.5. Proposition. — ([12] III.5.14) L’induite parabolique
̺
−→
× · · ·
−→
×̺ = ̺{
1− s
2
} × · · · × ̺{
s− 1
2
}
admet un unique sous-quotient non de´ge´ne´re´ que l’on note Sts(̺). La repre´sentation Sts(̺) est
cuspidale si et seulement si
s = 1,m(̺),m(̺)l, · · · ,m(̺)lu, · · ·
La re´union de ces dernie`res avec les supercuspidales forment l’ensemble des repre´sentations cus-
pidales.
1.4. Re´duction modulo l des Ql-repre´sentations entie`res : ge´ne´ralite´s. — Une Ql-
repre´sentation lisse de longueur finie π de GLn(K) est dite entie`re s’il existe une extension finie
E/Ql d’anneau des entiers OE et une OE-repre´sentation L de GLn(K) qui est un OE-module
libre tel que Ql ⊗OE L ≃ π et tel que L est un OEGLn(K)-module de type fini. Soit κE le corps
re´siduel de OE , on dit que κE⊗OE L est la re´duction de L et que Fl⊗OE L est la re´duction modulo
l de L.
1.4.1 — Principe de Brauer-Nesbitt : la semi-simplifie´e de Fl ⊗OE L est une Fl-repre´sentation
de GLn(K) de longueur finie qui ne de´pend pas du choix de L. Son image dans le groupe de
Grothendieck sera note´e rl(π) et dite la re´duction modulo l de π.
Remarque : la re´duction modulo l, commute avec l’induction parabolique et les foncteurs de
Jacquet. Elle ne respecte pas le caracte`re supercuspidal mais la re´duction modulo l d’une
(1)i.e. la multiplicite´ n’est pas force´ment e´gale a` 1 dans le cas non banal
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repre´sentation irre´ductible entie`re supercuspidale est irre´ductible cuspidale. Ainsi, pour π une
Ql-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re, on dira qu’une Fl-repre´sentation est π-unipotente
si elle est rl(π)-superunipotente.
On rappelle, cf. [10] II.4.12, qu’une Ql-repre´sentation irre´ductible supercuspidale de GLn(K)
est entie`re si et seulement si son caracte`re central est entier. De manie`re ge´ne´rale une repre´sentation
irre´ductible de GLn(K) est entie`re si et seulement si les constituants irre´ductibles de son support
supercuspidal sc(π) sont entiers.
1.4.2 — E´tant donne´e une repre´sentation Π de GLd(K), on lui associe le graphe oriente´ ΓΠ de´fini
comme suit :
– ses sommets sont les diffe´rents facteurs irre´ductibles, π1, · · · , πc, de Π vu dans le groupe de
Grothendieck ;
– une fle`che relie πi a` πj si et seulement s’il existe un sous-quotient de Π qui est une extension
non triviale de πj par πi.
Dans le cas ou` Π est une Ql-repre´sentation irre´ductible entie`re de GLd(K), pour un re´seau
stable Λ, ΓΛ de´signe, a` la manie`re de [1], le graphe de la repre´sentation Λ⊗Zl Fl au sens ci-dessus.
Dans les paragraphes suivants nous construirons des exemples de re´seaux pour les repre´sentations
elliptiques [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π ou` π est une Ql-repre´sentation irre´ductible cuspidale ; ce sont ceux qui
apparaissent « naturellement » dans la cohomologie des tours de Lubin-Tate, cf. [4]. Signalons
par ailleurs que l’on dispose toujours du re´seau particulier donne´ par le lemme suivant et dont le
graphe ne posse`de aucune fle`che.
1.4.3. Proposition. — (cf. le lemme 6.11 de [6]) E´tant donne´e une Ql-repre´sentation entie`re
irre´ductible π de GLn(K), il existe un re´seau π
l tel que πl ⊗Zl Fl est semi-simple.
2. Repre´sentations ̺-superunipotentes
2.1. De´finitions. — Rappelons qu’un bloc dans modFl GLn est une sous-cate´gorie abe´lienne
pleine qui est un facteur direct sans eˆtre le produit direct de deux sous-cate´gories abe´liennes non
nulles. Soit (M,ρ) une Fl-repre´sentation irre´ductible cuspidale d’un sous-groupe de Levi M d’un
parabolique de GLn. On conside`re
IrrFlGLn,[ρ], BFlGLn,[ρ]
avec IrrFlGLn,[ρ] l’ensemble des classes d’isomorphismes des Fl-repre´sentations irre´ductibles de
GLn qui sont des sous-quotients de Ind
GLn
M ′ ρ
′ pour (M ′, ρ′) inertiellement e´quivalent a` (M,ρ)
et B
FlGLn,[ρ]
la sous-cate´gorie abe´lienne de mod
Fl
GLn constitue´e des Fl-repre´sentations de GLn
dont tous les sous-quotients irre´ductibles sont dans Irr
FlGLn,[ρ]
.
2.1.1. De´finition. — Dans le cas ou` ρ est la repre´sentation triviale du groupe des matrices
diagonales, le bloc correspondant est appele´ le bloc unipotent. Les repre´sentations irre´ductibles
de ce bloc sont appele´s les unipotentes. Les repre´sentations superunipotentes sont les unipotentes
caracte´rise´es par l’une des deux proprie´te´s e´quivalentes suivantes :
– il existe un vecteur fixe par le sous-groupe d’Iwahori standard ;
– la restriction parabolique au sous-groupe des matrices diagonales, n’est pas nulle.
2.1.2. The´ore`me. — (cf. [12] the´ore`me III.6) La cate´gorie mod
Fl
GLn est un produit direct de
blocs, chaque bloc e´tant de la forme BFlGLn,[ρ] pour ρ irre´ductible supercuspidal.
2.1.3. Proposition. — (cf. [12] IV.2.5, IV.6.2, IV.6.3) Pour ρ irre´ductible cuspidal, il existe un
groupe G′ de la forme
∏
iGLni(Ei) avec Ei une extension finie de K, ainsi qu’une bijection entre
l’ensemble des repre´sentations irre´ductibles cuspidal unipotentes de G′ et Irr
FlGLn,[ρ]
qui respecte
le support cuspidal.
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Remarque : dans le cas banal, on a meˆme une e´quivalence de cate´gorie entre le bloc unipotent de
G′ et B
FlGLn,[ρ]
.
2.1.4. De´finition. — Soit ̺ une repre´sentation cuspidale de GLg(K) pour g un diviseur de
d = sg, et soit
ρ = ̺{
(s− 1)(g − 1)
2
} ⊗ · · · ⊗ ̺{
(1− s)(g − 1)
2
}
la repre´sentation cuspidale deM = GLg(K)
s. On dira d’une repre´sentation dans le blocBFlGLn,[ρ],
qu’elle est ̺-superunipotente si sa restriction parabolique au groupe diagonal par blocs M est non
nulle.
Remarque : les repre´sentations superunipotentes sont avec cette de´finition les repre´sentations 1K-
superunipotentes, ou` 1K de´signe la repre´sentation triviale de K
×.
Remarque : les foncteurs de Jacquet et d’induction ne respectent pas le caracte`re ̺-superunipotent.
2.1.5. De´finition. — ([11] §4.4) Pour ̺ une repre´sentation cuspidale de GLg(K) et g un diviseur
de d = sg, le groupe de Grothendieck ̺-superunipotent Groth̺−su est le quotient du groupe de
Grothendieck Groth̺−u des repre´sentations ̺-unipotentes par les non ̺-superunipotentes. On
de´signe alors par M̺ : Groth̺−u ։ Groth̺−su la projection associe´e.
2.1.6. Corollaire. — (cf. [12] IV.6.3 p47) Pour ̺ irre´ductible cuspidale et ρ comme dans la
de´finition 2.1.4, on a une bijection FG,G′ entre les repre´sentations ̺-superunipotentes du bloc
B
FlGLn,[ρ]
et les repre´sentations superunipotentes de GLs(E) pour une certaine extension finie
E/K. Ces FG,G′ commutent alors aux foncteurs de Jacquet et d’induction au sens ou` si P est un
parabolique de G de Le´vi M associe´ a` un parabolique P ′ de G′ de Le´vi M ′ alors
FG,G′ ◦ Ind
G′
P ′ = Ind
G
P ◦FG,G′, FM,M ′ ◦ J
G′
M ′ = J
G
P ◦ FG,G′ .
De´monstration. — Le fait qu’il n’y ait qu’un seul GLs(E) de´coule de la construction de loc. cit.
IV.3.3. Le groupe de Grothendieck superunipotent correspond a` celui des modules sur l’alge`bre
de Hecke-Iwahori. La bijection de´coule alors de l’isomorphisme entre ces deux alge`bres et la com-
mutativite´ des foncteurs de Jacquet et d’induction, modulo les non superunipotentes, de´coule de
loc. cit. p.47.
2.1.7. De´finition. — Avec les notations du corollaire pre´ce´dent, pour π0 une repre´sentation
irre´ductible superunipotente de G′ = GLs(E), on note π0⊠ ̺ la repre´sentation ̺-superunipotente
FG,G′(π0).
Remarque : si π0 =< a > pour un parame`tre de Zelevinski a = (1, ri)16i6k alors π0 ⊠ ̺ a pour
parame`tre de Zelevinski, (̺, ri)16i6k.
2.2. Niveau de cuspidalite´. —
2.2.1. Proposition. — E´tant donne´e une repre´sentation cuspidale ̺ de GLg(K), pour toute
repre´sentation π de GLsg(K), du bloc ̺-unipotent, on conside`re les paraboliques P de GLd tels
que le foncteur de Jacquet JP applique´ a` π soit non nul. Les e´le´ments minimaux pour l’inclusion
de cet ensemble de parabolique ont alors des sous-groupes de Le´vi conjugue´s par des matrices de
permutation. L’ordre de Bruhat sur les partitions de s donne alors une relation d’ordre partiel sur
le bloc ρ-unipotent de GLsg(K) : on y re´fe´rera comme le niveau de cuspidalite´ relativement a`
̺.
De´monstration. — Soit P un e´le´ment minimal de Le´vi
∏r
i=1GLni(K) ; d’apre`s la transitivite´ des
foncteurs de Jacquet on en de´duit que JP (π) est cuspidal. D’apre`s la re´ciprocite´ de Frobenius
π est un sous-espace d’une induite parabolique π1 × · · · × πr, ou` les πi sont des repre´sentations
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irre´ductibles cuspidales. Le re´sultat de´coule alors de l’exactitude a` gauche du foncteur de Jacquet et
du fait que la proposition est classiquement ve´rifie´e pour π1×· · ·×πr ou` les πi sont cuspidaux.
Remarque : d’apre`s l’unicite´ du support supercuspidal, la partition de s associe´e au niveau de
cuspidalite´ d’une repre´sentation ρ-unipotente est de la forme λ = (λ1 > · · ·λr) ou` pour tout
1 6 i < r, λi − λi+1 est soit e´gal a` 1 ou de la forme m(̺)l
k ; pour tout k > 0 notons mk (resp.
m−1) le nombre d’indice 1 6 i < r tels que λi − λi+1 = m(̺)l
k (resp. λi − λi+1 = 1) avec donc
s = m−1 +m0m(̺) +m1m(̺)l + · · ·+mum(̺)l
u, 0 6 m−1, · · · ,mu.
Les ̺-superunipotentes correspondent a` m−1 = s et mk = 0 pour tout k > 0. On notera le niveau
de cuspidalite´ sous la forme (m0, · · · ,mu) et l’ordre de Bruhat est alors l’ordre lexicographique
inverse. Par ailleurs, on notera que pour π irre´ductible le niveau cuspidal de tout constituant
irre´ductible de JP (π) est supe´rieur ou e´gal a` celui de π ; le meˆme phe´nome`ne se produit pour
l’induction parabolique.
Exemples : on fixe une repre´sentation ̺ irre´ductible cuspidale de GLg(K) et pour i = 0, · · · , u, on
pose ρi = Stm(̺)li(̺{
m(̺)li−s
2 }) et ρ−1 = ̺ : ce sont des repre´sentations cuspidales.
– Soit s = m−1 + m0m(̺) + m1m(̺)l + · · · + mum(̺)l
u avec 0 6 m−1 < m(̺) et 0 6
m0, · · · ,mu < l ; le niveau de cuspidalite´ de Sts(̺) est alors (m0, · · · ,mu) avec
Sts(̺) ≃ Stm−1(̺−1)× Stm0(ρ0)× · · · × Stmu(ρu).
– Pour π1, · · · , πr des repre´sentation irre´ductibles ̺-unipotentes de respectivement GLnig et de
niveau de cuspidalite´ (m0(i), · · · ,mu(i)) ; le niveau de cuspidalite´ de π1 ⊗ · · · ⊗ πr est alors
e´gal a`
∑r
i=1
(
m0(i), · · · ,mu(i)
)
.
– Soient pour i = −1, 0, · · · , u des entiers mi > 0 et des repre´sentations πi irre´ductibles super-
unipotentes alors (
π−1 ⊠ ρ−1
)
× · · · ×
(
πu ⊠ ρu
)
est irre´ductible, cf. [12] §V.3, de niveau de cuspidalite´ (m0, · · · ,mu).
2.3. Involution de Zelevinski. — Dans ce paragraphe ̺ de´signe une repre´sentation
irre´ductible cuspidale de GLg(K) ; nous allons reprendre les re´sultats principaux de [11] pour
le bloc ̺-unipotent. Pour tout parabolique standard Q de GLd, on note, pour i ∈ N, Pi(Q)
l’ensemble des paraboliques standard de Q dont les Levi ont i + 1 facteurs GLrk de plus que Q ;
pour Q = GLd, on notera simplement Pi. Pour toute repre´sentation ρ du bloc ̺-unipotent, on a
alors un complexe augmente´, [11] §3.8 :
0→ ρ→
⊕
P∈P0
TP (ρ)→
⊕
P∈P1
TP (ρ)→ · · · →
⊕
P∈Ps−1
TP (ρ)
ou` TP = ind
G
P ◦JP , dont l’homologie H
i(K•(ρ)) ve´rifie les points suivants, cf. [11] the´ore`me 4.6 :
(i) Hs−1(K•(ρ)) est non nul si et seulement si ρ est ̺-superunipotente auquel cas, pour ρ
irre´ductible, il admet un unique quotient irre´ductible qui est ̺-superunipotent et que l’on
note Z̺(ρ) ;
(ii) pour ρ une repre´sentation irre´ductible ̺-superunipotente, Z̺(ρ) est le seul constituant ̺-
superunipotent de
⊕
iH
i(K•(ρ)). L’application ρ 7→ Z̺(ρ) est un involution qui pre´serve
l’irre´ductibilite´.
2.3.1. Lemme. — L’involution Z̺ de´fini dans le groupe de Grothendieck des repre´sentations
̺-superunipotente commute aux foncteurs de Jacquet et a` l’induction.
De´monstration. — Rappelons que, cf. [13] corollaire du §1.3, pour deux partitions β = (β1 6 · · · 6
βr = d) et γ = (γ1 6 · · · 6 γs = d) et pour toute repre´sentation π de GLβ1(K)×GLβ2−β1(K)×
· · ·×GLβr−βr−1(K), la repre´sentation J
GLd
Pγ
◦indGLdPβ (π) admet ind
Pγ
Pβ∩γ
◦J
Pβ
Pβ∩γ
(π) comme quotient.
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Ainsi pour tout parabolique Q, on en de´duit avec les notations ci-dessus, des surjections pour tout
i = 0, · · · , s− 1
JQ
(⊕
P∈Pi
TP (π)
)
։
⊕
P∈Pi(Q)
TP
(
JGLdQ (π)
)
,
⊕
P∈Pi
TP
(
indGLdQ π
)
։ indGLdQ
( ⊕
P∈Pi(Q)
TP (π)
)
Par ailleurs pour ρ une repre´sentation ̺-superunipotente, on a TP (ρ) = 0 pour tout P ∈ Pi si
i > s− 1, de sorte que l’on obtient des surjections
JGLdQ H
s−1(K•(π))։ Hs−1(K•(JGLdQ (π))), H
s−1(K•(indGLdQ π))։ ind
GLd
Q H
s−1(K•(π)).
Le re´sultat de´coule alors des faits suivants :
– d’apre`s (ii) ci-dessus, les parties ̺-superunipotentes de Hi(K•(JGLdQ (π))), J
GLd
Q H
s−1(K•(π))
et Hi(K•(indGLdQ (π))) sont nuls pour i 6= s− 1 ;
– on a e´galite´ des sommes alterne´es
JGLdQ H
∗(K•(π)) = H∗(K•(JGLdQ (π))), H
∗(K•(indGLdQ π)) = ind
GLd
Q H
∗(K•(π)).
Dans [9] les auteurs de´crivent l’involution de Zelevinski Z
Fl
sur les repre´sentations superu-
nipotentes ce qui d’apre`s 2.1.6 fourni le calcul de Z̺ sur les repre´sentation ̺-superunipotentes
pour toute repre´sentation ̺ irre´ductible cuspidale. En particulier le re´sultat suivant de´coule de
leur description.
2.3.2. Lemme. — Pour ǫ(ρ) > 2 (resp. ǫ(ρ) = 2), Zρ(< (ρ, s) >) est e´gale a` < a > pour le
parame`tre de Zelevinski a :
(ρν−q, q + 1), (ρν1−q, q + 1), · · · , (ρνr−1−q, q + 1), (ρνr+1−q, q), (ρνr+2−q, q), · · · , (ρν−1−q, q)
ou` r est le reste de la division euclidienne de s par ǫ(ρ) − 1 > 1 : s = q(ǫ(ρ) − 1) + r, (resp.
< (ρ, s) > pour s pair et < ρ(1), s > pour s impair).
2.4. Cas limite classique. — Cela correspond a` q ≡ 1mod l et d < l. On s’inte´resse aux
repre´sentations superunipotentes, c’est a` dire aux repre´sentations engendre´es par leurs vecteurs
fixes sous le sous-groupe d’Iwahori standard I. D’apre`s [10], le foncteur V 7→ V I induit une
e´quivalence de cate´gories entre la cate´gorie des repre´sentations super-unipotentes et la cate´gorie
des modules sur l’alge`bre de Hecke-Iwahori. On en de´duit alors le re´sultat bien connu suivant.
2.4.1. Proposition. — L’induite normalise´e de la repre´sentation triviale du Borel, est semi-
simple. Ses facteurs irre´ductibles sont en bijection avec les repre´sentations irre´ductibles du groupe
syme´trique Σd, la multiplicite´ e´tant alors e´gale a` la dimension de la repre´sentation de Σd associe´e.
Remarque : la bijection s’explicite comme suit : les repre´sentations irre´ductibles de Σd sont en
bijection avec les diagrammes de Young DY associe´s a` une partition n = (d = n1 > n2 >
· · · > nr), auxquels on associe le parame`tre de Zelevinski a(DY ) = (1, n1), · · · , (1, nr) et donc la
repre´sentation irre´ductible de GLd : < a(DY ) >.
2.4.2. Proposition. — E´tant donne´ un parabolique de Young Σn1 × Σn2 de Σn ainsi que deux
diagrammes de Young DY1, DY2 de respectivement Σn1 et Σn2 , l’induite parabolique < a(DY1) >
× < a(DY2) > est une somme directe
⊕
DY < a(DY ) > qui porte sur les diagrammes de Young
DY qui s’obtiennent a` partir de DY1 en lui adjoignant λ1 carre´s nume´rote´s 1 sans en mettre plus
d’un dans une meˆme colonne, puis λ2 nume´rote´s 2 et ainsi de suite ou` λ1 > λ2 > · · · est la
partition de n2 associe´e a` DY2, de sorte qu’en comptant les nouveaux carre´s du haut vers le bas
et de droite a` gauche, le nombre de i est supe´rieur ou e´gal au nombre de i+1 pour tout i. (cf. [8]
corollaire 4.39 ainsi que l’appendice).
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2.4.3. Corollaire. — Pour tout s < l et pour tout 0 6 i 6 s, la re´duction modulo l de
[
←−
i ,
−−−−−→
s− 1− i]1 et [
−→
i ,
←−−−−−
s− 1− i]1 est irre´ductible.
De´monstration. — On raisonne par re´currence sur i, en partant du fait que pour i = 0, la re´duction
modulo l de [
←−−−
s− 1]1 et [
−−−→
s− 1]1 est irre´ductible. Supposons donc le re´sultat acquis jusqu’au rang i
et traitons le cas de i. L’induite parabolique [
−→
i ]1
−→
× [
←−−−−−
s− 2− i]1 a pour sous-quotient [
−→
i ,
←−−−−−
s− 1− i]1
et [
−−→
i+ 1,
←−−−−−
s− 2− i]1. La re´duction modulo l de cette induite est d’apre`s la proposition pre´ce´dente
la somme directe < a(DY1) > ⊕ < a(DY2) > ou` DY1 (resp. DY2) est le diagramme de Young
associe´ a` la partition (i+1, 1, · · · , 1) (resp. (i+2, 1, · · · , 1)). D’apre`s l’hypothe`se de re´currence la
re´duction modulo l de [
−→
i ,
←−−−−−
s− 1− i]1 est < a(DY1) > de sorte que celle de [
−−→
i+ 1,
←−−−−−
s− 2− i]1 est
< a(DY2) > et est donc irre´ductible. Le raisonnement est identique pour [
←−
i ,
−−−−−→
s− 1− i]1.
Remarque : on notera que la re´duction modulo l de [
←−
1 ,
−→
1 ,
←−
1 ]1 n’est pas irre´ductible mais admet
pour sous-quotient irre´ductible < a(DY1) > et < a(DY2) > ou` DY1 (resp. DY2) est le diagramme
de Young associe´ a` (2, 1, 1) (resp. (2, 2)).
3. Etude de la re´duction modulo l de Sts(π)
Dans ce paragraphe π de´signe une Ql-repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re de Glg(K)
dont on note ̺ la re´duction modulo l ; pour tout s > 1, on pose d = sg.
3.1. Constituants irre´ductibles. — On rappelle que tous les sous-quotients irre´ductibles de
Sts(π) sont ̺-unipotents ; on se propose alors de les de´crire en fonction de leur niveau de cuspidalite´
au sens de la proposition 2.2.1.
3.1.1. Proposition. — Dans le groupe de Grothendieck des Fl-repre´sentations admissibles de
Gld(K), pour tout 0 6 t, la re´duction modulo l de [
←−
t ]π contient une unique repre´sentation ̺-
superunipotente que l’on notera I0([
←−
t ]π).
De´monstration. — La preuve proce`de par re´currence, le cas t = 0 de´coulant de l’irre´ductibilite´
de ̺ = rl(π) pour π irre´ductible cuspidale. Pour t > 0, la re´duction modulo l de JPtg,g ([
←−
t ]π) =
[
←−−
t− 1]π{1/2}⊗[
←−
0 ]π{−t/2}, d’apre`s l’hypothe`se de re´currence, ne contient qu’une seule repre´sentation
̺-superunipotente, le re´sultat de´coule alors du fait suivant.
Pour une partition s = (s = s1 > s2 > · · · > sr), on note g.s = (d = s1g > s2g · · · > srg) ;
si Π est une repre´sentation ̺-superunipotente, JPg.s(Π) est non nulle et contient au moins une
repre´sentation ̺-superunipotente.
Remarque : d’apre`s le lemme 2.3.1 en utilisant que la re´duction modulo l de [
−→
t ]π est irre´ductible
et ̺-superunipotente, on en de´duit que I0([
←−
t ]π) ≃ Z̺([
−→
t ]̺). En outre d’apre`s le corollaire 2.1.6,
Z̺([
−→
t ]̺) ≃ Z1([
−→
t ]1)⊠ ̺ de sorte que
I0([
←−
t ]π) ≃ I0([
←−
t ]1)⊠ ̺ ≃ Z1([
−→
t ]1)⊠ ̺
ou` le calcul de Z1([
−→
t ]1) est donne´e dans [9].
Afin d’e´tudier les autres constituants non ̺-superunipotents, on introduit les ensembles suivants.
3.1.2. De´finitions. — Soient m0, · · · ,mu et s des entiers positifs ; I(m0, · · · ,mu) (resp. Is)
de´signe l’ensemble des i = (ik)k∈N tels que :
– pour tout k > 0, ik > 0 ;
– pour tout r ∈ N,
∑∞
k=r(mk − ik)l
r > 0 (resp. s−
∑∞
k=0 ikm(̺)l
k > 0).
3.1.3. Lemme. — Pour s = m−1 + m0m(̺) + · · · + mum(̺)l
u avec 0 6 m−1 < m(̺) et 0 6
m0, · · · ,mu < l, on a I(m0, · · · ,mu) = Is avec pour tout i = (ik)k∈N ∈ Is, ik = 0 si k > u.
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De´monstration. — L’inclusion Is ⊂ I(m0, · · · ,mu) est e´vidente car si s
′ = m−1+m(̺)
∑u
k=0(mk−
ik)l
k est positif avec 0 6 m−1 < m(̺) alors
∑u
k=0(mk − ik)l
k > 0. Re´ciproquement il suffit de
montrer que si
∑u
k=0(mk − ik)l
k > 0 alors
∑u
k=1(mk − ik)l
k−1 > 0. Or on a
u∑
k=1
(mk − ik)l
k−1 >
i0 −m0
l
>
i0
l
− 1 > −1
et le terme de gauche est un entier qui est donc positif ou nul.
3.1.4. De´finitions. — Soit s = m−1 +
∑u
k=0mkm(̺)l
k avec 0 6 m−1 < m(̺) et pour k =
0, · · · , u, 0 6 mk < l :
– on classe les e´le´ments de Is = I(m0, · · · ,mu) par ordre lexicographique inverse : 1s = 0 est
le plus petit e´le´ment de Is, et le k-e`me e´le´ment de Is par ordre croissant sera note´ ks.
– pour i ∈ Is, on note i(l) =
∑∞
k=0 ikl
k et s̺(i) = s−m(̺)i(l).
3.1.5. Proposition. — La re´duction modulo l de [
←−−−
s− 1]π admet ♯Is constituants irre´ductibles
indexe´s par les e´le´ments i ∈ Is de telle sorte que le constituant irre´ductible Ii([
←−−−
s− 1]π) correspon-
dant est de niveau de cuspidalite´ i avec les relations suivantes :
(i) I0([
←−−−
s− 1]π) est calcule´ a` la proposition 3.1.1 ;
(ii) pour tout i ∈ Is, on a
Ii([
←−−−
s− 1]π) =
(
I0([
←−−−
i0 − 1])⊠ ρ0
)
× · · · ×
(
I0([
←−−−
iu − 1])⊠ ρu
)
×
(
I0([
←−−−−−−
s̺(i)− 1])⊠ ρ−1
)
avec pour i = 0, · · · , u,
ρi = Stm(̺)li (ρ{
m(̺)li − s
2
}), ρ−1 = ̺{
s− s̺(i)
2
};
(iii) pour tout foncteur de Jacquet JP l’image de Ii([
←−−−
s− 1]π) est e´gale a` la somme des consti-
tuants de niveau de cuspidalite´ i de rl
(
JP ([
←−−−
s− 1]π)
)
.
Remarque : pour tout i = 0, · · · , u on a ρi{1} ≃ ρi de sorte que la torsion {n/2} dans la de´finition
de ρi ne de´pend que de la parite´ de n.
De´monstration. — On raisonne par re´currence sur s : les cas s < m(̺) de´coulent directement de
[10] car rl([
←−−−
s− 1]π) est irre´ductible isomorphe a` Sts(̺) qui est π-superunipotent isomorphe a`
Z̺([
−−−→
s− 1]̺) = Z1([
−−−→
s− 1]1)⊠ ̺.
Supposons donc le re´sultat acquis pour tout t < s et traitons le cas de s. En ce qui concerne
les constituants ̺-superunipotents, le point (i) a e´te´ prouve´ a` la proposition 3.1.1. Ainsi comme le
niveau de cuspidalite´ est croissant par foncteur de Jacquet, on en de´duit que pour tout parabolique
P , JP
(
I0([
←−−−
s− 1]π)
)
contient la somme des constituants de niveau 0 de la re´duction modulo l
de JP
(
[
←−−−
s− 1]π
)
. En outre JP (I0([
←−−−
s− 1]π)) contient au plus un constituant ̺-superunipotent de
sorte que s’il contenait un constituant non ̺-superunipotent, celui-ci serait soit un sous-espace
ou un quotient irre´ductible de sorte que par re´ciprocite´ de Frobenius ou par la deuxie`me formule
d’adjonction, I0([
←−−−
s− 1]π) serait un sous-espace ou un quotient irre´ductible d’une induite d’un
e´le´ment non ̺-superunipotent ce qui n’est pas.(2)
Remarquons ensuite que d’apre`s [12] §V.3, les repre´sentations Ii([
←−−−
s− 1]π), de´finies dans
l’e´nonce´, sont irre´ductibles. D’apre`s l’hypothe`se de re´currence, les images de I0([
←−−−
ik − 1]) ⊠ ρk et
I0([
←−−−−−−
s̺(i)− 1]) ⊠ ρ−1 par tout foncteur de Jacquet sont connues, il en est donc de meˆme pour
Ii([
←−−−
s− 1]π). Pour ve´rifier (iii), il suffit, par transitivite´ des foncteurs de Jacquet, de traiter le cas
(2)Pour ceux qui voudrait e´viter le recours a` la deuxie`me formule d’adjonction, on peut aussi utiliser un re´seau de
[
←−
t ]pi et son re´seau dual.
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ou` le parabolique est de la forme Ph,d−h(K) : ainsi JPh,d−h
(
Ii([
←−−−
s− 1]π)
)
est e´gal a` la somme des
produits tensoriels :
Jh0
(
I0([
←−−−
i0 − 1])⊠ ρ0
)
× · · · × Jhu
(
I0([
←−−−
iu − 1])⊠ ρu
)
× Jh−1
(
I0([
←−−−−−−
s̺(i)− 1])⊠ ρ−1
)
⊗ J ′h0
(
I0([
←−−−
i0 − 1])⊠ ρ0
)
× · · · × J ′hu
(
I0([
←−−−
iu − 1])⊠ ρu
)
× J ′h−1
(
I0([
←−−−−−−
s̺(i)− 1])⊠ ρ−1
)
ou` la somme porte sur tous les (h−1, h0, · · · , hu) tels que :
– pour tout k = 0, · · · , u, on ait 0 6 hk 6 gikm(̺)l
k ;
– 0 6 h−1 6 s̺(i)g ;
– h−1 + h0 + · · ·+ hu = h ;
et ou` on a pose´
JP
hk,gikm(ρ)l
k−hk
(K)
(
I0([
←−−−
ik − 1])⊠ ρk
)
= Jhk
(
I0([
←−−−
ik − 1])⊠ ρk
)
⊗ J ′hk
(
I0([
←−−−
i0 − 1])⊠ ρ0
)
lesquels sont nuls si pour k = 0, · · · , u (resp. k = −1) hk n’est pas de la forme gjkm(̺)l
k (resp.
h−1 = j−1g) avec 0 6 jk 6 ik (resp. 0 6 j−1 6 s̺(i)), et sinon, d’apre`s l’hypothe`se de re´currence
e´gaux respectivement a`
I0([
←−−−
jk − 1])⊠ ρk ⊗ I0([
←−−−−−−−
ik − jk − 1])⊠ ρk
(resp. I0([
←−−−−
j−1 − 1])⊠ ρ−1{
s̺(i)− j−1
2
} ⊗ I0[
←−−−−−−−−−−
s̺(i)− j−1 − 1]⊠ ρ−1{−
j−1
2
}).
Or d’apre`s l’hypothe`se de re´currence, pour h = tg,∑
t−1+
P
u
k=0 tkm(̺)l
k=t
I0([
←−−−
t0 − 1])⊠ ρ0 × · · · × I0([
←−−−−
t−1 − 1])⊠ ρ−1{
s̺(i)− t−1
2
}
est e´gal a` la re´duction modulo l de [
←−−
t− 1]π{ s−t2 }
tandis que∑
t−1+
P
u
k=0 tkm(̺)l
k=t
I0([
←−−−−−−−
i0 − t0 − 1])⊠ ρ0 × · · · × I0([
←−−−−−−−−−−
s̺(i)− t−1 − 1])⊠ ρ−1{−
t−1
2
}
est e´gal a` la re´duction modulo l de [
←−−−−−
s− t− 1]π{− t2}. En re´sume´ tous les constituants de
JPtg,(s−t)g
(
Ii([
←−−−
s− 1]π)
)
sont de niveau de cuspidalite´ i et correspondent aux constituants de
niveau de cuspidalite´ i de la re´duction modulo l de [
←−−
t− 1]π{(s−t)/2} ⊗ [
←−−−−−
s− t− 1]π{−t/2} ce qui
prouve le point (iii).
Supposons de´sormais avoir montre´ par re´currence que pour tout i < ks, Ii([
←−−−
s− 1]π) tel qu’il
est de´fini ci-dessus, est un constituant de la re´duction modulo l de [
←−−−
s− 1]π . Les calculs ci-dessus
montrent que dans le groupe de Grothendieck, Ψk := rl([
←−−−
s− 1]π) −
∑
i<ks
Ii([
←−−−
s− 1]π) est un
e´le´ment effectif du groupe de Grothendieck tel que son image par tout foncteur de Jacquet propre,
est de niveau de cuspidalite´ supe´rieur ou e´gal a` ks. Soit alors −1 6 j 6 u minimal tel que ρj , a`
torsion pre`s, appartienne au support cuspidal de Iks([
←−−−
s− 1]π) ; pour j > 0 (resp. j = −1) on note
Pj le parabolique standard de groupe de Levi GL(s−m(̺)lj)g ×GLm(̺)ljg (resp. GL(s−1)g ×GLg)
de sorte que JPj (Ψk) est e´gal a`
Iks−(0,··· ,0,1,0,··· )([
←−−−−−−−−−−
s− 1−m(̺)lj]π)⊗ ρj (resp. Iks([
←−−−
s− 2]π{ 12})⊗ ρ−1{
1− s
2
})
qui est son unique constituant de niveau de cuspidalite´ ks. On en de´duit alors que Ψk contient
un unique constituant πk de niveau de cuspidalite´ ks qui, par re´ciprocite´ de Frobenius, est un
sous-espace de l’induite parabolique
Iks−(0,··· ,0,1,0,··· )([
←−−−−−−−−−−
s− 1−m(̺)lj ]π)× ρj (resp. Iks([
←−−−
s− 2]π{1/2})× ρ−1{
1− s
2
}).
En utilisant que l’image de Ψk par le foncteur de Jacquet associe´ au parabolique de Levi
GL(s−kjm(̺)lj)g × GLkjm(̺)lj (resp. GL(s−s̺(i))g × GLs̺(i)g) admet un unique constituant tel
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que son deuxie`me facteur est de niveau de cuspidalite´ (0, · · · , 0, kj, 0, · · · ), on obtient que πk est
ne´cessairement e´gal a` Iks([
←−−−
s− 1]π).
Au final rl([
←−−−
s− 1]π)−
∑
i∈Is
Ii([
←−−−
s− 1]π) est un e´le´ment effectif du groupe de Grothendieck dont
toutes les images par les foncteurs de Jacquet propres sont nulles. Le re´sultat de´coule alors du fait
que rl([
←−−−
s− 1]π) ne contient aucun constituant cuspidal pour s qui n’est pas de la forme m(̺)l
i et
que sinon Stm(̺)li(̺) en est l’unique constituant cuspidal.
Remarque : contrairement au cas ge´ne´ral, tous les constituants irre´ductibles ψ de rl([
←−−−
s− 1]π) sont
tels que leur niveau de cuspidalite´ reste constant par foncteur de Jacquet, i.e. pour tout parabolique
P , le niveau de cuspidalite´ d’un constituant irre´ductible de JP (ψ) est e´gal a` celui de ψ.
3.1.6. De´finition. — Pour k > 0 (resp. k = −1), on dit que qu’une repre´sentation de GLsg(K)
̺-unipotente est de ̺k-niveau de cuspidalite´ nul si son niveau de cuspidalite´ i = (ik)k∈N est tel
que ik = 0 (resp. s̺(i) = 0).
3.2. Constructions des re´seaux d’induction. — Pour π une repre´sentation irre´ductible
entie`re cuspidale de GLg(K), on a vu que sa re´duction modulo l, ̺ e´tait irre´ductible de sorte
qu’a` isomorphismes pre`s, [
←−
0 ]π posse`de un unique re´seau stable. Ainsi e´tant donne´ un re´seau de
[
←−−
t− 1]π, la surjection [
←−−
t− 1]π
−→
× [
←−
0 ]π ։ [
←−
t ]π induit un re´seau de [
←−
t ]π de sorte que par re´currence
on dispose d’un re´seau particulier RI
Zl
([
←−−
t− 1]π) que l’on qualifie re´seau d’induction, des [
←−−
t− 1]π.
La motivation principale pour l’e´tude de ces re´seaux d’induction est qu’ils apparaissent dans la
cohomologie des espaces de Deligne-Carayol.
3.2.1. Proposition. — Il existe un re´seau de [
←−−−
s− 1]π, unique a` isomorphisme pre`s, que l’on
notera RI
Zl
([
←−−−
s− 1]π), tel que dans son graphe ΓRI
Zl
([
←−−
s−1]π)
, les seules fle`ches sont celles qui relient
Ii([
←−−−
s− 1]π) a` Ii′ ([
←−−−
s− 1]π), ou` ks = i < (k − 1)s = i
′ sont des e´le´ments conse´cutifs de Is. En outre
RI
Zl
([
←−−−
s− 1]π) ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
(i) si Λ est un re´seau stable de [←−s ]π tel que la surjection
[
←−−−
s− 1]π
−→
× [
←−
0 ]π ։ [
←−s ]π
induise un morphisme surjectif de RIZl([
←−−−
s− 1]π)
−→
×RIZl([
←−
0 ]π) sur Λ alors Λ ≃ RIZl([
←−s ]π) ;
(ii) pour tout 1 6 t 6 s, l’image de RI
Zl
([
←−−−
s− 1]π) par le foncteur de Jacquet JPtg,(s−t)g est
isomorphe a` RI
Zl
([
←−−
t− 1]π{ t−s2 }
)⊗RI
Zl
([
←−−−−−
s− t− 1]π{ t2}).
De´monstration. — On raisonne par re´currence sur s. Pour 1 6 s < m(̺) on rappelle que
rl([
←−−−
s− 1]π) est irre´ductible, il n’y a donc qu’un seul re´seau ; il s’agit alors simplement de ve´rifier
(i) dans le cas s = m(̺) − 1. Dans le groupe de Grothendieck, rl([
←−s ]π) est de longueur 2
avec un constituant ̺-superunipotent et l’autre cuspidal qui ne peut donc pas eˆtre un quotient
de [
←−−−
s− 1]̺
−→
× [
←−
0 ]̺ : ainsi le re´seau image de RIZl([
←−−−
s− 1]π)
−→
×RI
Zl
([
←−
0 ]π) dans [
←−s ]π de´finit une
extension non triviale de [←−s ]̺ par I0([
←−s ]π).
Supposons avoir construit pour tout 1 6 t < s, un re´seau RIZl([
←−−
t− 1]π) de [
←−−
t− 1]π dont le
graphe d’extension est comme dans l’e´nonce´ et ve´rifiant (i) (resp. (ii)) pour tout t < s− 1 (resp.
t < s). On de´finit alors RI
Zl
([
←−−−
s− 1]π) comme le re´seau image de RIZl([
←−−−
s− 2]π)
−→
×RI
Zl
([
←−
0 ]π) via
l’application surjective [
←−−−
s− 2]π
−→
× [
←−
0 ]π ։ [
←−−−
s− 1]π et on note
RI
Fl
([
←−−−
s− 1]π) := RIZl([
←−−−
s− 1]π)⊗Zl Fl.
Pour tout 1 6 t < s, le foncteur de Jacquet JPtg,(s−t)g e´tant exact a` droite, on en de´duit une
application surjective
JPtg,(s−t)g
(
RI
Zl
([
←−−−
s− 2]π)
−→
×RI
Zl
([
←−
0 ]π)
)
։ JPtg,(s−t)g
(
RI
Zl
([
←−−−
s− 1]π)
)
.
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D’apre`s [13] et (ii), le membre de gauche posse`de une filtration de longueur 2 dont les gradue´s
sont
– RI
Zl
([
←−−
t− 1]π{ s−t−22 }
)⊗RI
Zl
([
←−−−−−
s− t− 2]π{− t+12 }
)×RI
Zl
([
←−
0 ]π{ s−12 }
),
– RI
Zl
([
←−−
t− 2]π{ s−t2 }
)
−→
×RI
Zl
([
←−
0 ]π{ s−t2 }
)⊗RI
Zl
([
←−−−−−
s− t− 1]π{−t/2}).
D’apre`s l’hypothe`se de re´currence et la proprie´te´ (i), la re´duction modulo l de chacun de ces
gradue´s posse`de un unique quotient irre´ductible a` savoir I0([
←−−
t− 1]π)⊗I0([
←−−−−−
s− t− 1]π) de sorte que
JPtg,(s−t)g
(
RIZl([
←−−−
s− 1]π)
)
est un quotient de l’une des deux repre´sentations induites suivantes, le
choix de´pendant a` priori de t :
JPtg,(s−t)g
(
RI
Zl
([
←−−−
s− 1]π)
)
և
{
RIZl([
←−−
t− 1]π{ s−t−22 }
)⊗RIZl([
←−−−−−
s− t− 2]π{− t+12 }
)×RIZl([
←−
0 ]π{ s−12 }
)
RI
Zl
([
←−−
t− 2]π{ s−t2 }
)
−→
×RI
Zl
([
←−
0 ]π{ s−t2 }
)⊗RI
Zl
([
←−−−−−
s− t− 1]π{−t/2})
(3.2.1)
On en de´duit alors que I0([
←−−−
s− 1]π) est l’unique quotient irre´ductible de RIFl([
←−−−
s− 1]π). En ef-
fet [
←−−−
s− 1]̺ est l’unique constituant cuspidal de rl([
←−−−
s− 1]π) pour s de la forme m(̺)l
u et il
n’est alors pas un quotient de RI
Fl
([
←−−−
s− 1]π)
−→
×RI
Fl
([
←−
0 ]π). Soit alors Ii([
←−−−
s− 1]π) un quotient
de RIFl([
←−−−
s− 1]π) de sorte qu’il existe 1 6 t < s tel que JPtg,(s−t)g
(
Ii([
←−−−
s− 1]π)
)
soit un quo-
tient de JPtg,(s−t)g
(
RI
Fl
([
←−−−
s− 1]π)
)
; d’apre`s ce qui pre´ce`de JPtg,(s−t)g
(
Ii([
←−−−
s− 1]π)
)
est alors ̺-
superunipotent ce qui impose i = 0.
Notons alors
V1(s) = Ker
(
RI
Fl
([
←−−−
s− 1]π)։ I0([
←−−−
s− 1]π)
)
,
et supposons avoir montre´ par re´currence l’unicite´ d’une suite
Vk−1(s)  Vk−2(s)  · · ·  V1(s)  V0(s) = RIFl([
←−−−
s− 1]π)
telle que pour tout 0 6 i 6 k − 1, Vi(s) est l’unique sous-espace stable strict de Vi−1(s) tel
que Vi−1(s)/Vi(s) soit irre´ductible et qu’alors ce quotient est isomorphe a` Iis([
←−−−
s− 1]π). Montrons
alors qu’il existe un unique sous-espace stable strict Vk(s) de Vk−1(s) telle que Vk−1(s)/Vk(s) soit
irre´ductible et qu’alors ce quotient est isomorphe a` Iks([
←−−−
s− 1]π). Soit k
′ > 1 tel que (k − 1)s <
k′s−1 6 ks de sorte que la compose´e
Vk′ (s− 1)
−→
×RIFl([
←−
0 ]π) →֒ RIFl([
←−−−
s− 2]π)
−→
×RIFl([
←−
0 ]π)
։ RI
Fl
([
←−−−
s− 1]π)։ RIFl([
←−−−
s− 1]π)/Vk−1(s)
est nulle car par construction tous les constituants de Vk′ (s − 1) sont de niveau de cuspidalite´
supe´rieur ou e´gal a` k′s−1 et donc aussi ceux de Vk′(s − 1)
−→
×RI
Fl
([
←−
0 ]π). On en de´duit donc une
application
Vk′(s− 1)
−→
×RIFl([
←−
0 ]π)→ Vk−1(s).
Si rl([
←−−−
s− 1]π) contient une cuspidale alors s est de la forme m(̺)l
u et il s’agit de [
←−−−
s− 1]̺. On note
aussi que [
←−−−
s− 1]̺ est un constituant de multiplicite´ 1 de la re´duction modulo l de [
←−−−
s− 2]π
−→
× [
←−
0 ]π ;
c’est aussi un constituant de Vk′ (s − 1)
−→
×RIFl([
←−
0 ]π). Ainsi si la repre´sentation cuspidale
[
←−−−
s− 1]̺ e´tait un quotient de Vk−1(s), du fait de la surjectivite´ de RIFl([
←−−−
s− 2]π)
−→
×RI
Fl
([
←−
0 ]π) ։
RIFl([
←−−−
s− 1]π), il serait aussi un quotient de Vk′ (s− 1)
−→
×RIFl([
←−
0 ]π) ce qui ne se peut pas.
Soit alors Ii([
←−−−
s− 1]π) un quotient de Vk−1(s) et Ptg,(s−t)g un parabolique tel que
JPtg,(s−t)g
(
Ii([
←−−−
s− 1]π)
)
6= 0.
Par construction on a i > ks et dans le groupe de Grothendieck JPtg,(s−t)g
(
Vk−1(s)
)
est la somme
des constituants de niveau de cuspidalite´ supe´rieurs ou e´gaux a` ks de rl([
←−−
t− 1]π)⊗rl([
←−−−−−
s− t− 1]π).
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En outre d’apre`s l’hypothe`se de re´currence applique´e a` (3.2.1) montre que JPtg,(s−t)g
(
Vk−1(s)
)
a
un unique quotient irre´ductible, celui de plus bas niveau de cuspidalite´. Il suffit alors de montrer
que si Ii′ ([
←−−−
s− 1]π) est un quotient de Vk−1(s) alors il existe un parabolique Ptg,(s−t)g(K) tel que
JNtg,(s−t)g
(
Ii([
←−−−
s− 1]π)
)
6= 0 et JNtg,(s−t)g
(
Ii′([
←−−−
s− 1]π)
)
6= 0.
Posons i−1 = s−m(̺)
∑u
k=0 ikl
k et i′−1 = s−m(̺)
∑u
k=0 i
′
kl
k ; s’il existe 0 6 k (resp. k = −1)
tel que iki
′
k 6= 0 alors t = m(̺)l
k (resp. t = 1) convient : en effet on a alors
JPtg,(s−t)g (Ii([
←−−−
s− 1]π)) = ρk ⊗ Ii−(0,··· ,1,0,··· )([
←−−−−−
s− t− 1]π)
(resp. ρ−1{
s− 1
2
} ⊗ Ii([
←−−−
s− 2]π{− 12}))
et de meˆme pour Ii′ ([
←−−−
s− 1]π). Supposons donc que pour tout k = −1, · · · , u, on ait iki
′
k = 0 et
notons−1 6 k0 6 u le plus petit indice k tel que ik 6= 0 : soit alors r tel que i
′
k0+r
soit le premier des
i′k non nul. Quitte a` e´changer le roˆle de i et i
′, on peut supposer r > 0 de sorte que t = m(̺)lk0+r
convient. En effet dans le cas ou` k0 > 0 alors l
r|
∑r−1
w=0 ik0+wl
w et donc
∑r−1
w=0 ik0+wl
w > lr : soit
d’apre`s le lemme 3.1.3, (jk0 , · · · , jk0+r−1) tels que :
– pour tout w = 0, · · · , r − 1, 0 6 jk0+w 6 ik0+w et
–
∑r−1
w=0 jk0+wl
w = lr,
de sorte que JPtg,(s−t)g (Ii([
←−−−
s− 1]π)) admet comme constituant
I0([
←−−−−
jk0 − 1])⊠ ρk0 × · · · × I0([
←−−−−−−−−
jk0+r−1 − 1])⊠ ρk0+r−1⊗
I0([
←−−−−−−−−
ik0 − jk0 − 1])⊠ ρk0 × · · · × I0([
←−−−−−−−−−−−−−−−−
ik0+r−1 − jk0+r−1 − 1])⊠ ρk0+r−1
× I0([
←−−−−−−
ik0+r − 1])⊠ ρk0+r × · · · × I0([
←−−−
iu − 1])⊠ ρu
alors que JPtg,(s−t)g (Ii([
←−−−
s− 1]π)) admet ρk0+r ⊗ I(i′0,··· ,i′k0+r−1,i
′
k0+r+1
,··· )([
←−−−−−
s− t− 1]π).
Si k0 = −1 alors i−1 +m(̺)
∑r−1
k=0 ikl
k est divisible par m(̺)lr ; le reste du raisonnement est
ensuite strictement identique au cas k0 > 0 en prenant soin de pre´ciser les torsions sur ρ−1.
3.2.2. Corollaire. — Soit π une repre´sentation irre´ductible cuspidale entie`re de GLg(K) et
soient deux re´seaux stable RZl([
←−
t ]π) et RZl([
←−a ]π) telle que l’on ait une surjection
R
Zl
([
←−
t ]π)
−→
×R
Zl
([←−a ]π)։ RIZl([
←−−−−−−
t+ a+ 1]π)
Alors les deux re´seaux en question sont isomorphes respectivement a` RI
Zl
([
←−
t ]π) et RIZl([
←−a ]π).
De´monstration. — Par application du foncteur de Jacquet JP(t+1)g,(l+a+2)g (K), on en de´duit une
application surjective
RZl([
←−
t ]π{−a/2})⊗RZl([
←−a ]π{t/2})։ RIZl([
←−
t ]π{−a/2})⊗RIZl([
←−a ]π{t/2})
d’ou` le re´sultat.
4. Etude de la re´duction modulo l de LTt(π, s)
Pour π une Ql-repre´sentation irre´ductible entie`re cuspidale de GLg(K), on se propose dans ce
paragraphe de reprendre les re´sultats pre´ce´dents pour LTt(π, s) := [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π. On note comme
pre´ce´demment ̺ = rl(π) et d = sg.
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4.1. Constituants irre´ductibles. — Commenc¸ons comme pre´ce´demment par e´tudier les
constituants ̺-superunipotents.
4.1.1. Proposition. — Dans le groupe de Grothendieck des Fl-repre´sentations admissibles
de Gld(K), pour tout 0 6 t 6 a, la re´duction modulo l de [
←−
t ,
−−−→
a− t]π contient une unique
repre´sentation ̺-superunipotente que l’on notera I0([
←−
t ,
−−−→
a− t]π). Par ailleurs dans le groupe de
Grothendieck des Fl-repre´sentations admissibles de Gld(K), l’image de I0([
←−
t ,
−−−→
a− t]π) par le
foncteur de Jacquet JP(t+1)g,(a−t)g (resp. JP(a−t+1)g,tg , resp. JPat,g ) contient
I0([
←−
t ]π{ t−a2 }
)⊗ [
−−−−−−→
a− t− 1]̺{ t+12 }
),
(resp. [
−−−→
a− t]̺{−t/2} ⊗ I0([
←−−
t− 1]π{ a−t+12 }
)
resp. I0([
←−
t ,
−−−−−−→
a− t− 1]π{−1/2})⊗ [
−→
0 ]rl(π{a/2})+
I0([
←−−
t− 1,
−−−→
a− t]π{1/2})⊗ [
←−
0 ]̺{−a/2})
De´monstration. — Le cas a = t a e´te´ traite´ a` la proposition 3.1.1. Par ailleurs rappelons que le cas
t = 0 de´coule du fait que d’apre`s [10] V.9.1 (c), rl([
−→a ]π) est irre´ductible et ̺-superunipotent.
(3)
On raisonne par re´currence en utilisant la remarque suivante de la proposition 3.1.1. Soit
s = (s = s1 > s2 > · · · > sr) une partition de s et g.s = (d = s1g > s2g · · · > srg) : si π
est une repre´sentation ̺-superunipotente alors JPg.s(π) est non nulle et contient au moins une
repre´sentation ̺-superunipotente. Par application du foncteur de Jacquet JPag,g , on obtient dans
le groupe de Grothendieck
JPag,g ([
←−
t ,
−−−→
a− t]π) = [
←−
t ,
−−−−−−→
a− t− 1]π{−1/2} ⊗ π{a/2}+ [
←−−
t− 1,
−−−→
a− t]π{1/2} ⊗ π{−a/2}
de sorte que, d’apre`s l’hypothe`se de re´currence et la remarque ci-dessus, la re´duction modulo l de
[
←−
t ,
−−−→
a− t]π contient un ou deux constituants ̺-superunipotent.
4.1.2. Lemme. — Les re´seaux de [
←−
t ,
−−−→
a− t]π induits par
RIZl([
←−
t ]π)
−→
× [
−−−−−−→
a− t− 1]π et [
−−−→
a− t]π
←−
×RIZl([
←−−
t− 1]π)
sont isomorphes.
De´monstration. — On raisonne par re´currence sur a − t ; le cas a − t = 0 de´coule de la ca-
racte´risation des re´seaux RI
Zl
([
←−
t ]π) donne´e a` la proposition 3.2.1. Supposons donc le re´sultat
acquis jusqu’au rang a− t− 1 et traitons le cas de a− t. On rappelle que sur Ql, on a
HomQl[GL(a+1)g(K)]
(
[
←−
t ]π
−→
× [
−−−−−−→
a− t− 1]π, [
−−−→
a− t]π
←−
× [
←−−
t− 1]π
)
≃ Ql
toute fle`che non nulle induisant un isomorphisme de [
←−
t ,
−−−→
a− t]π sur lui-meˆme. Au niveau des
re´seaux, d’apre`s la re´ciprocite´ de Frobenius, on a
Hom
Zl[GL(a+1)g(K)]
(
RI
Zl
([
←−
t ]π)
−→
× [
−−−−−−→
a− t− 1]π, [
−−−→
a− t]π
←−
×RI
Zl
([
←−−
t− 1]π)
)
≃
Hom
Zl[GL(a+1)g(K)]
(
JP(a−t+1)g,tg (RIZl([
←−
t ]π)
−→
× [
−−−−−−→
a− t− 1]π), [
−−−→
a− t]π{t/2}⊗RIZl([
←−−
t− 1]π{(t−a−1)/2}
)
ou` par e´galite´ des supports cuspidaux, ce dernier espace est
Hom
Zl[GL(a+1)g(K)]
(
RI
Zl
([
←−
0 ]π{t/2})
−→
× [
−−−−−−→
a− t− 1]π{t/2} ⊗RIZl([
←−−
t− 1]π{(t−a−1)/2})
)
≃ Zl
car d’apre`s 3.2.1, JPg,tg (RIZl([
←−
t ]π)) ≃ RIZl([
←−
0 ]π{t/2}⊗RIZl([
←−−
t− 1]π{−1/2}), d’ou` le re´sultat.
(3)Il est aussi possible de raisonner par re´currence : pour a = 0, le re´sultat se de´duit du fait que ̺ est irre´ductible
et pour a > 0, la re´duction modulo l de JPag,g ([
−→a ]pi) = [
−−−→
a− 1]pi{−1/2} ⊗ [
−→
0 ]pi{a/2} contient, d’apre`s l’hypothe`se
de re´currence un unique constituant ̺-superunipotent, ce qui implique le re´sultat.
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Pour le re´seau du lemme pre´ce´dent, notons ρ une sous-repre´sentation irre´ductible de
rl([
←−
t ,
−−−→
a− t]π) de sorte que ρ est aussi une sous-repre´sentation irre´ductible des re´ductions
modulo l de RI
Zl
([
←−
t ]π)
−→
× [
−−−−−−→
a− t− 1]π et [
−−−→
a− t]π
←−
×RI
Zl
([
←−−
t− 1]π). Par re´ciprocite´ de Fro-
benius, on en de´duit alors que l’image de ρ par JP(t+1)g,(a−t)g (resp. JP(a−t+1)g,tg ) contient
I0([
←−
t ]π{(t−a)/2}) ⊗ [
−−−−−−→
a− t− 1]̺{(t+1)/2} (resp. [
−−−→
a− t]̺{t/2} ⊗ I0([
←−−
t− 1]π{(t−1−a)/2})) de sorte que
JPg,··· ,g (ρ) contient ? ⊗ · · · ⊗? ⊗ ̺{a/2} (resp. ? ⊗ · · · ⊗? ⊗ ̺{−a/2}). Ainsi JPag,g (ρ) contient
force´ment I0
(
[
←−
t ,
−−−−−−→
a− t− 1]π{−1/2}
)
⊗ π{a/2} (resp. I0
(
[
←−−
t− 1,
−−−→
a− t]π{1/2}
)
⊗ π{−a/2}) ce qui
prouve l’unicite´ du constituant ̺-suerunipotent de la re´duction modulo l de [
←−
t ,
−−−→
a− t]π.
4.1.3. Proposition. — La re´duction modulo l de [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π admet ♯It−1 constituants
irre´ductibles indexe´s par les e´le´ments i ∈ It−1 de telle sorte que le constituant Ii([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π)
est de niveau de cuspidalite´ i isomorphe a`
Ii([
←−−−−−−−−
m(̺)i(l)− 1]π)× I0([
←−−−−−
t̺(i)− 1,
−−→
s− t]π).
De´monstration. — Le raisonnement proce`de en deux temps : on montre tout d’abord que les
repre´sentations Ii([
←−−−−−−−−
m(̺)i(l)− 1]π)×I0([
←−−−−−
t̺(i)− 1,
−−→
s− t]π), qui sont irre´ductibles d’apre`s [12] §V.3,
sont effectivement des constituants de la re´duction modulo l de [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π. Ainsi
Ψ = rl
(
[
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π
)
−
∑
i∈It−1
Ii([
←−−−−−−−−
m(̺)i(l)− 1]π)× I0([
←−−−−−
t̺(i)− 1,
−−→
s− t]π)
est un e´le´ment effectif du groupe de Grothendieck dont on montre dans une deuxie`me e´tape,
que son image par par tout foncteur de Jacquet est nulle ; le re´sultat de´coule alors du fait que
rl
(
[
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π
)
ne contient pas de cuspidales.
Pour tout m(̺)i(l) 6 t− 1, on a
[
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π →֒ [
←−−−−−
t̺(i)− 1,
−−→
s− t]π{m(̺)i(l)/2} × [
←−−−−−−−−
m(̺)i(l)− 1]π{−s̺(i)/2}
de sorte que, de la connaissance de JPs̺(i)g,m(̺)i(l)g ([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π), et de l’exactitude du foncteur
de Jacquet JPs̺(i)g,m(̺)i(l)g , on en de´duit que
JPs̺(i)g,m(̺)i(l)g ([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π)։ [
←−−−−−
t̺(i)− 1,
−−→
s− t]π{m(̺)i(l)/2} ⊗ [
←−−−−−−−−
m(̺)i(l)− 1]π{−s̺(i)/2}.
Comme la re´duction modulo l commute aux foncteurs de Jacquet, et qu’il existe un re´seau
de [
←−−−−−
t̺(i)− 1,
−−→
s− t]π{m(̺)i(l)/2} ⊗ [
←−−−−−−−−
m(̺)i(l)− 1]π{−s̺(i)/2} dont la re´duction modulo l est
semi-simple, on en de´duit, par re´ciprocite´ de Frobenius, que les repre´sentations irre´ductibles
I0([
←−−−−−
t̺(i)− 1,
−−→
s− t]π)× Ii([
←−−−−−−−−
m(̺)i(l)− 1]π) sont des constituant de rl
(
[
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π
)
. (4)
Il s’agit de´sormais de montrer avec les notations ci-dessus, que pour tout parabolique P , JP (Ψ)
est nul. On raisonne par l’absurde : on conside`re alors un parabolique P , tel que JP (Ψ) contienne
un constituant de niveau de cuspidalite´ minimal. Par transitivite´ des foncteurs de Jacquet et en
remarquant que ceux-ci augmente le niveau de cuspidalite´, on peut supposer que le facteur de Le´vi
de P est de la forme GL(s−t′)g ×GLt′g. Ce constituant Π0 est alors tel que son image par JP est
a` prendre parmi les constituants de la re´duction modulo l de
[
←−−−−−−−−−
t− t′ − 1 + a,
−−−−−−→
s− t− a]π{(t′−a)/2} ⊗ [
←−−−−−−
t′ − a− 1]π{(t′−s−a)/2} × [
−−−→
a− 1]π{(s−a)/2}
pour 0 6 a 6 min{s − t, t′}. On remarque alors que JPg,(s−1)g (Π0) est non nulle : en effet pour
s − t − a > 0, par re´ciprocite´ de Frobenius, Π0 est un sous-espace d’une induite parabolique de
la forme Ii([
←−−−−−−−−−
t− t′ − 1 + a,
−−−−−−→
s− t− a]π{?} × Π ou` Π est une certaine repre´sentation irre´ductible de
(4)On notera que ̺{m(̺)i(l)/2} ≃ ̺
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GLt′g(K) que l’on peut e´crire sous la forme d’une induite Π1×Π2 avec Π1 qui est ̺-superunipotente
et Π2 e´tant de ̺−1-niveau de cuspidalite´ nul. Ainsi comme
Ii([
←−−−−−−−−−
t− t′ − 1 + a,
−−−−−−→
s− t− a]π ≃ I0([
←−−−
t”− 1,
−−−−−−→
s− t− a]π × Ii([
←−−−−−−−−−−
s− t′ − t”− 1]π),
Π0 s’e´crit sous la forme d’une induite irre´ductible d’une repre´sentation ̺-superunipotente, obte-
nue comme un sous-espace force´ment ̺-superunipotente de I0([
←−−−
t”− 1,
−−−−−−→
s− t− a]π × Π1 avec une
repre´sentation de ̺−1-niveau de cuspidalite´ nul ; on en de´duit donc que JPg,(s−t′−1)g (Π0) est non
nulle.
Pour a = s− t, le meˆme argument fonctionne de`s que s− t′−m(̺)i(l) > 0. Dans les cas restant,
s− t′ est divisible par m(̺) de sorte que
rl
(
[
←−−−−−−
t′ − a− 1]π{(t′−a−s)/2}×[
−−−→
a− 1]π{(s−a)/2}
)
= rl
(
[
←−−−−−−
t′ − a− 1,
−−−→
a+ 1]π{?}
)
+rl
(
[
←−−−
t′ − a,
−−−→
a− 1]π{?+1/2}
)
et on se retrouve dans la situation pre´ce´dente, d’ou` le re´sultat.
Ainsi pour conclure, il suffit de ve´rifier que JPg,(s−1)g (Ψ) est nulle. Un constituant irre´ductible
de rl
(
JPg,(s−1)g ([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π)
)
est de la forme
̺{(2t− 1− s)/2} ⊗ Ii([
←−−
t− 2]π{(t−s−1)/2})××[
−−−−−→
s− t− 1]̺{t/2}
qui n’apparaˆıt qu’avec multiplicite´ 1. On remarque alors que celui-ci est un constituant de
JPg,(s−1)g (Ii([
←−−−−−−−−
m(̺)i(l)− 1]π)× I0([
←−−−−−
t̺(i)− 1,
−−→
s− t]π), d’ou` le re´sultat.
Remarque : contrairement a` ce qui se passe pour t = s, l’image des Ii([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π) par les
foncteurs de Jacquet JP , n’est pas e´gale a` la somme des constituants de niveau de cuspidalite´ i : il
ne les contient pas tous et il en contient d’autres de niveau supe´rieur comme le montre l’exemple
suivant.
Exemple : la re´duction modulo l = 3 de [
←−
1 ,
−→
1 ]π dans le cas ou` m(̺) = 2, est irre´ductible et donc
̺-superunipotente ; JP2g,g (I0([
←−
1 ,
−→
1 ]π) est dans le groupe de Grothendieck e´gal a`(
I0([
←−
1 ]π{− 12}) + [
−→
1 ]̺{− 12} + I(1,0,··· )([
←−
1 ]π{− 12 })
)
⊗ ̺{
1
2
}.
Dans ce cas on peut meˆme pre´ciser les extensions : en effet d’apre`s la premie`re et la seconde formule
d’adjonction, tout sous-espace et tout quotient irre´ductible de JP2g,g (I0([
←−
1 ,
−→
1 ]π)) = Π{−
1
2}⊗̺{
1
2}
doit eˆtre ̺-superunipotent de sorte que le graphe d’extensions ΓΠ posse`de deux fle`ches, celle reliant
[
−→
1 ]̺ a` I(1,0,··· )([
←−
1 ]π) et celle reliant I(1,0,··· )([
←−
1 ]π) a` I0([
←−
1 ]π).
4.2. Construction de re´seaux d’induction. — Comme la re´duction modulo l de [
−−→
t− 1]π est
irre´ductible, il ne posse`de a` isomorphisme pre`s qu’un seul re´seau stable que l’on notera encore
[
−−→
t− 1]π. Ainsi l’image de [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π dans RIZl([
←−−
t− 1]π)
−→
× [
−−−−−→
s− t− 1]π de´finit un re´seau que l’on
note RIZl([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π). En conside´rant la surjection [
←−−
t− 2]π
−→
× [
−−→
s− t]π ։ [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π permet
aussi a` partir du re´seau RI
Zl
([
←−−
t− 2]π) de de´finir un autre re´seau de [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π. La proposition
suivante montre que ce dernier re´seau n’est autre que RIZl([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π).
4.2.1. Proposition. — Soit π une Ql-repre´sentation entie`re cuspidale irre´ductible de GLg(K)
et
f : [
←−−
t− 1]π
−→
× [−→a ]π −→ [
←−
t ]π
−→
× [
−−−→
a− 1]π
un morphisme GL(t+a+1)g(K)-e´quivariant non nul et de´fini sur Zl. Si les re´seaux associe´s aux
repre´sentations de Steinberg ge´ne´ralise´es sont RI
Zl
([
←−−
t− 1]π) et RIZl([
←−
t ]π) alors f est donne´ par
un scalaire λf ∈ Zl de sorte que la re´duction modulo l de f est soit nulle soit d’image la re´duction
modulo l de [
←−
t ,−→a ]π.
RE´SEAUX D’INDUCTION DES REPRE´SENTATIONS ELLIPTIQUES DE LUBIN-TATE 19
De´monstration. — Autrement dit il s’agit de montrer que les re´seaux RZl,±([
←−
t ,−→a ]π) induits
respectivement par RIZl([
←−−
t− 1]π)
−→
× [−→a ]π et RIZl([
←−
t ]π)
−→
× [
−−−→
a− 1]π sont les meˆmes. D’apre`s 3.2.1,
on a sur une Zl-surjection
RIZl([
←−−
t− 1]π)
−→
× [
−→
0 ]π
−→
× [
−−−→
a− 1]π ։ RIZl([
←−
t ]π)
−→
× [
−−−→
a− 1]π
qui induit donc une Zl-surjection
RI
Zl
([
←−−
t− 1]π)
−→
× [−→a ]π ։ RZl,−([
←−
t ,−→a ]π)
et donc un isomorphisme R
Zl,+
([
←−
t ,−→a ]π) ≃ RZl,−([
←−
t ,−→a ]π).
La proposition suivante caracte´rise les re´seaux RIZl([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π) en pre´cisant le graphe des
extensions de sa re´duction modulo l.
4.2.2. Proposition. — Les fle`ches du graphe des extensions de la re´duction modulo l de
RI
Zl
([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π) sont celles qui relient deux constituants irre´ductibles Ii([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π) et
Ii′ ([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π) ou` i < i
′ sont deux e´le´ments conse´cutifs de It−1.
De´monstration. — Notons que quelque soit le constituant irre´ductible de rl
(
[
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π
)
, son
image par JP(s−t+1)g,(t−1)g admet un constituant de la forme Ii([
←−−
t− 1]π{(t−s)/2})⊗ [
−−−−−→
s− t− 1]̺{t/2}.
Par ailleurs en raisonnant comme dans la preuve de la proposition 3.2.1, on obtient, cf. 3.2.1, une
surjection
φ : JPtg,(s−t)g (RIZl([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π)։ RIZl([
←−−
t− 1]π{(t−s)/2} ⊗ [
−−−−−→
s− t− 1]̺{t/2}
de sorte que si
(0) = Vn ⊂ Vn−1 ⊂ · · · ⊂ V1 ⊂ V0 = rl
(
RI
Zl
([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π
)
est une filtration dont les gradue´s sont irre´ductibles, alors
(0) = φ ◦ JPtg,(s−t)g (Vn) ⊂ φ ◦ JPtg,(s−t)g (Vn−1) ⊂ · · · ⊂
φ ◦ JPtg,(s−t)g (V1) ⊂ rl(RIZl([
←−−
t− 1]π{(t−s)/2} ⊗ [
−−−−−→
s− t− 1]̺{t/2}
est encore une filtration dont tous les gradue´s sont non nuls de sorte que, comme ♯It−1 est
e´gal au nombre des constituants irre´ductibles de rl([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π) et de rl([
←−−
t− 1]π), tous ces
gradue´s sont encore irre´ductibles. Le re´sultat de´coule alors directement de la meˆme proprie´te´
pour RI
Zl
([
←−−
t− 1]π).
Remarque : RIZl([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π) est aussi le re´seau induit par [
−−→
s− t]π
←−
×RIZl([
←−−
t− 2]π) et donc
d’apre`s le lemme 4.1.2 de [
−−−−−→
s− t− 1]π
←−
×RI
Zl
([
←−−
t− 1]π). Pour le ve´rifier, il suffit de montrer que
le graphe des extensions de la re´duction modulo l est celui de RIZl([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π : pour cela on
raisonne comme dans la preuve ci-dessus en utilisant JP(s−t+1)g,(t−1)g compose´ avec la surjection
sur [
−−→
s− t]̺{(t−1)/2} ⊗RIZl([
←−−
t− 2]π{(t−s−1)/2}).
4.2.3. Corollaire. — Soit K• le complexe tel que pour 1 6 i 6 s,
Kd−i = RIZl([
←−−
s− i]π)
−→
× [
−−→
i − 2]̺
et Ki est nul pour les autres indices. On suppose que les fle`ches di pour 1 6 i 6 s sont non nulles,
entie`res donne´es, d’apre`s le lemme de Schur, par un scalaire λi ∈ Zl que l’on suppose en outre
inversible. En notant U i = Kerdi/ Im di−1, on a alors
Ui = RIZl
(
[
←−−
s− i,
−−→
i− 1]π).
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Le re´sultat pre´ce´dent est motive´ par le complexe de Deligne-Carayol associe´ aux cycles
e´vanescents de l’espace des de´formations d’un OK-module formel de hauteur d = sg : dans un
re´cent papier, nous montrons que les hypothe`ses du corollaire pre´ce´dent sont ve´rifie´es.
4.3. La re´duction modulo l des repre´sentations LTt(π, s) sont e´trange`res. — L’objet
de ce paragraphe est de montrer que pour t 6= t1, les re´ductions modulo l de [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π et
[
←−−−
t1 − 1,
−−−→
s− t1]π sont disjointes.
4.3.1. Lemme. — Si ml(̺) 6= 2, alors pour tout s > 2 et pour tout δ, [
−−−→
s− 1]̺{δ} n’est pas un
sous-quotient de la re´duction modulo l de [
←−−−
s− 1]π.
De´monstration. — D’apre`s (2.3.2), si ǫl(̺) > 2, I0([
←−−−
s− 1]π) n’est pas de la forme [
−−−→
s− 1]̺{δ}.
Conside´rons alors le cas ǫl(̺) = 1 de sorte que ml(̺) = l 6= 2 et raisonnons par l’absurde. Par
application du foncteur de Jacquet JP2g,(s−2)g , on est ramene´ au cas s = 2 ; la contradiction de´coule
alors du fait que pour l 6= 2, la re´duction modulo l de [
←−
1 ]π est irre´ductible isomorphe a` [
←−
1 ]̺.
4.3.2. Proposition. — Soient l 6= 2 et 0 < t < a. Alors pour tout δ, [−→a ]̺{δ} n’est jamais
isomorphe a` I0([
←−
t ,
−−−→
a− t]π).
De´monstration. — On raisonne par l’absurde. D’apre`s la proposition 4.1.1, par application de
JP(t+1)g,(a−t)g , on devrait alors avoir
[
−→
t ]̺{δ+ t−a2 }
≃ I0([
←−
t ]π{ t−a2 }
) [
−−−−−−→
a− t− 1]̺{δ+ t+12 }
≃ [
−−−−−−→
a− t− 1]̺{ t+12 }
)
Du deuxie`me isomorphisme, on obtient δ ≡ 0mod ǫl(π). On en de´duit alors que [
−→
t ]̺ ≃ I0([
←−
t ]π)
de sorte que d’apre`s le lemme pre´ce´dent on a ǫl(̺) = 2 (si ǫl(̺) = 1 alors ml(̺) = l est distinct
de 2 par hypothe`se). Par ailleurs en appliquant JPg,tg au premier isomorphisme, l’e´galite´ des
supports cuspidaux impose alors t ≡ 0mod ǫl(̺). En conside´rant JP op
tg,(a−t+1)g
, d’apre`s (4.1.1),
on obtient selon le meˆme proce´de´ a ≡ 0mod ǫl(̺). Ainsi avec ǫl(̺) = 2, on a t > 2 et a −
t > 2. En appliquant le foncteur de Jacquet JPag,g , on obtient alors que [
−−−→
a− 1]̺{−1/2} est e´gal
soit a` I0([
←−
t ,
−−−−−−→
a− t− 1]π{−1/2}, soit a` I0([
←−−
t− 1,
−−−→
a− t]π{1/2}. La contradiction de´coule alors d’un
raisonnement par re´currence.
Remarque : en appliquant l’involution de Zelevinski et la dualite´ a` la proposition pre´ce´dente, on
en de´duit que
I0([
←−a ]π∨{δ}) =
(
Z̺([
−→a ]̺{−δ})
)∨
n’est jamais isomorphe a`
I0([
←−−−
a− t,
−→
t ]∨π ) = I0(Zπ([
←−
t ,
−−−→
a− t]π))
∨
pour tout δ de`s que 0 < t < a.
4.3.3. Corollaire. — Soient l 6= 2 et 0 < t < t1 < a ; la re´duction modulo l de [
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π et
[
←−−−
t1 − 1,
−−−→
s− t1]π sont disjointes.
De´monstration. — Conside´rons pour i ∈ It−1, les constituants de niveau de cuspidalite´ i de
[
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π et [
←−−−
t1 − 1,
−−−→
s− t1]π. D’apre`s la proposition 4.1.1, JP(s−t+1)g,(t−1)g
(
Ii([
←−−
t− 1,
−−→
s− t]π)
)
contient [
−−→
s− t]̺{(t−1)/2} ⊗ Ii([
←−−
t− 2]π{(t−1−s)/2}) alors que les constituants de
JP(s−t+1)g,(t−1)g
(
Ii([
←−−−
t1 − 1,
−−−→
s− t1]π)
)
tels que le premier terme soit ̺-superunipotent, sont de la forme I0([
←−a ,
−−−−−−→
s− t− a]π{δ}⊗? pour
2δ = 2t1−2a−t−1 et avec t1−t 6 a 6 s−t ; d’apre`s la proposition pre´ce´dente I0([
←−a ,
−−−−−−→
s− t− a]π{δ}
ne peut pas eˆtre isomorphe a` [
−−→
s− t]̺{(t−1)/2} ce qui prouve le re´sultat.
RE´SEAUX D’INDUCTION DES REPRE´SENTATIONS ELLIPTIQUES DE LUBIN-TATE 21
Re´fe´rences
[1] Joe¨l Bella¨ıche. A` propos d’un lemme de Ribet. Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, 109 :45–62, 2003.
[2] Joe¨l Bella¨ıche and Philippe Graftieaux. Repre´sentations sur un anneau de valuation discre`te complet.
Math. Ann., 334(3) :465–488, 2006.
[3] P. Boyer. Monodromie du faisceau pervers des cycles e´vanescents de quelques varie´te´s de Shimura
simples et applications. soumis 30 pages, 2006.
[4] P. Boyer. Pour l 6= 2, la ̥l-cohomologie du mode`le de Deligne-Carayol et des varie´te´s de Shimura de
Kottwitz est sans torsion. en pre´paration 60 pages, 2008.
[5] H. Carayol. Nonabelian Lubin-Tate theory. In Automorphic forms, Shimura varieties, and L-functions,
volume 11 of Perspect. Math., pages 15–39. Academic Press, Boston, MA, 1990.
[6] J.-F. Dat. v-tempered representations of p-adic groups. I. l-adic case. Duke Math. J., 126(3) :397–469,
2005.
[7] J.-F. Dat. Finitude pour les repre´sentations lisses des groupes p-adiques. J.I.M.J., 2007.
[8] W. Fulton and J. Harris. Representation theory, volume 129 of Graduate Texts in Mathematics.
Springer-Verlag, New York, 1991. A first course, Readings in Mathematics.
[9] B. Leclerc, J.-Y. Thibon, and E. Vasserot. Zelevinsky’s involution at roots of unity. J. Reine Angew.
Math., 513 :33–51, 1999.
[10] M.-F. Vigne´ras. Repre´sentations l-modulaires d’un groupe re´ductif p-adique avec l 6= p, volume 137
of Progress in Mathematics. Birkha¨user Boston Inc., Boston, MA, 1996.
[11] M.-F. Vigne´ras. Cohomology of sheaves on the building and R-representations. Invent. Math.,
127(2) :349–373, 1997.
[12] M.-F. Vigne´ras. InducedR-representations of p-adic reductive groups. Selecta Math. (N.S.), 4(4) :549–
623, 1998.
[13] A. V. Zelevinsky. Induced representations of reductive p-adic groups. II. On irreducible representations
of GL(n). Ann. Sci. E´cole Norm. Sup. (4), 13(2) :165–210, 1980.
Boyer Pascal • E-mail : boyer@math.jussieu.fr, Institut de mathe´matiques de Jussieu, UMR 7586, universite´
Paris 6, 175 rue du Chevaleret Paris 13
